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l 32. WEASNOSCI FUNKC]I ]

Wiasnosci funkcji badamy na podstawie wykresu lub wzoru.
Wytlumacze Ci wszystkie wtasnosci na przyktadach réznych funkcji.

DZIEDZINA
Oznaczamy ja D lub Dy. Patrzysz, jak na osi X przebiega wykres od
lewej strony do prawej. Zapisujesz wszystkie x, ktérym przyporzadko-
wano jakie$§ warto$ci y. Dziedzing moze by¢ zbiér, przedziat lub poje-
dyncze liczby.
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D =(-7;6) D = (—4; —-1)u {1; 3}

Jesli masz poda¢ dziedzine na podstawie wzoru funkgcji, to obliczasz, dla
jakich x funkcja ma liczbowy sens.

Zapamietaj reguly obliczania dziedziny funkciji:

1. JesSli wzor jest w postaci utamka np.y = :%: to licznik moze by¢
dowolnag liczba, ale mianownik musi by¢ rézny od zera, czyli x — 3 # 0,
zatem x # 3. Wtedy dziedzing sg liczby rzeczywiste z wyjatkiem 3.
Zapisujesz to symbolicznie: D = R \ {3}.

Unikasz mianownika zerowego, bo dzielenie przez zero jest niewyko-

nalne. Kazda liczbe, ktéra doprowadza mianownik do zera, usuwasz

z dziedziny.

Przyktad. Obliczymy dziedzine funkcji y = E - x%z

Liczniki pomijasz, a mianowniki: x + 5 i x — 2 musza by¢ rézne od 0,
co zapisujesz: x+5#0 i x—2 # 0,wiecx # =5ix # 2.

Liczby (—5) i 2 daja wynik zerowy, wiec usuwasz je.

Odp. Dziedzing sg wszystkie liczby oprécz (=5)i2. D = R\ {—5;2}
2a) Jesli we wzorze jest pierwiastek stopnia parzystego np.y = vx — 1,
to istnieje on tylko z liczb dodatnich lub zera, wiec to, co jest pod
pierwiastkiem, ma by¢ wieksze lub réwne zero.

Masz:x—1>0 to x > 1, zatem D =< 1; o).
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2b) Gdy pierwiastek jest w mianowniku np.y = \/%, wtedy wyraze-
niu pod pierwiastkiem dasz zwrot > 0,bo wynik zerowy w miano-
wniku wykluczamy. Zatozenie:x —3 >0 tox > 3

Odp. Dziedzing s3 liczby wieksze od 3. D = (3; +00).

Przyktad. Obliczymy dziedzine funkcji y = v2x — 8.

Nie ma tu mianownika, to dasz zlozenie 2x — 8 > 0, wiec x = 4.

Zaznaczasz wynik na osi:
F—
D = (4; +)
Przyklad. Obliczymy dziedzine funkcji y = J%‘

We wzorze sg dwa pierwiastki. Licznikowi dasz zatozenie > 0, bo
wynik zerowy w liczniku moze by¢. Dla mianownika dasz > 0, bo
unikasz wyniku zerowego.

x—1 licznik > 0 . .
== . = oba przedziaty zaznaczasz na osi:
v6—x mianownik > 0 p y

|
x-1=20i 6—-x>0 \&A(XX)%/ >
1

x>1 i x<6 6 x

Dziedzing jest wspodlna cze$¢ obu przedziatow. D = (1; 6)

4+x

lx=3|

Interesuje Cie tylko mianownik, wiec|x — 3| # 0. Wedtug definicji
warto$ci bezwzglednej rozpatrujesz dwa przypadki: pierwszy dla
dodatniego wyrazenia i bez zmiany znakdéw, tox — 3 # 0 wiecx # 3
i drugi dla ujemnego wyrazenia to z przeciwnymi znakami —x + 3 # 0
wiec x # 3. Wykluczasz liczbe 3. D = R\ {3}

ZAD. 28. Oblicz dziedzine funkcji:
4+ 4+ 4+
Ay=5- by=55 Oy=—-Vvx-1

x249

Przyktad. Obliczymy dziedzine funkcjiy =

4 .. . .
®a)y= x2+’; zatozenie tylko dla mianownika x% + 9 # 0;

to wyrazenie zawsze jest rozne od zera, bo gdy x podniesiesz do
kwadratu i dodasz 9, to suma jest zawsze dodatnia; nie ma wiec liczb do

usuniecia. Dziedzing sg wszystkie liczby rzeczywiste. D = R
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x> —9 # 0 tojestréznica kwadratéw: a? — b? = (a — b)(a + b)
(x —3)(x + 3) # 0 kazdy czynnik nie moze by¢ zerem, wiec:
x—3+#01i x+ 3+ 0 wyznaczasz x;

x# 3 i x+# —3 te liczby wykluczasz, zatem D = R \ {—3; 3}

4+x . . . . .. . .
y= arte vx —1 zatozenie dla mianownika i pierwiastka, wiec:

x—9#0 i x—-1=0
x#9 i x>=1 obieodpowiedzi zaznaczasz na jednej osi:

,-( |-
rrrIgzr
1 9
Dziedzing jest przedziat (1; + ) bez liczby 9. D = (1, + )\ {9}
Praca domowa:
1. Oblicz dziedzine funkcji:

-1 5+3 6
a)y=>— Oy =7 &)y =vx+i--
2 3 _ — _ 5

b)y—mﬁ'z d)y—\/3 6x f)y_lx—4-|

Odpowiedzi:

1.2) D = R\ {7} d) D = (—o0; 5)
b) D =R\ {-41} e)D =(-1;+ )\ {0}
D =R\{-2;2} HD=R\{4

ZBIOR WARTOSCI
Zbior wartos$ci oznaczamy ZW. Nalezy z osi ¥ od dotu do goéry odczytaé
wszystkie y, ktére zostaty przyporzadkowane argumentom x.
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MIEJSCE ZEROWE
Miejsce lub miejsca zerowe to te argumenty x, ktérym przyporzadko-
wano warto$¢y = 0. Na rys. a) sg to punkty przeciecia wykresu z osig
X. W tabelce b) s3 to te x, dla ktérych y wynosi 0.

a) b)
y

! x|2 |3 |5]|6
: y|1]01[4 1|0
A \ Miejsca zerowe to 3 i 6.
o\
2\
X
7654321 | 1: /5 6 1

Miejsca zerowe to 2 i 5.

Miejsce zerowe mozesz tez obliczy¢ z wzoru funkcji. Wtedy jej przepis
przyréwnujesz do zera i obliczasz x. Dla funkcji np. y = 4x — 8, zapi-
szesz 4x — 8 = 0, wiec 4x = 8 /:2 i miejsce zerowe to x = 2.

Przyktady. Obliczymy miejsca zerowe funkgji:

aA)y=2x+6 b)yz? oy=x*+3x
2x+6=0 2=0/5 x24+3x=0

2x =—6 /:2 x+2=0 wytaczamy x przed nawias
x=-3 x=-2 x-(x+3)=0

jedno m. zerowe jedno m. zerowe x=0 lub x+3=0

x=0 lub x=-3
dwa miejsca zerowe

tu nalezy takze ustali¢ dziedzine, wiec x* — 25 # 0
rozpisujesz na (x + 5)(x — 5) # 0 i wyliczasz x;
x+5#0 1 x-5%0
x#-5 i x#5 D=R\ {-5;5}

Obliczasz miejsce zerowe przyréwnujac przepis funkcji do zera:
2x+10

= 0 mnozysz obie strony réwnania przez mianownik;

x2-25

2x+10 2 7 . . .

= = 0 /-(x*—25) po skréceniu mianownika masz:
2x+10=0 to 2x = —10 /: 2

x = —5 taliczba jest wykluczona z dziedziny.
Odp. Funkcja nie ma miejsca zerowego.
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Nie wszystkie funkcje majag miejsca zerowe. Wtedy ich wykresy nie
przecinajg osi X. Ponizsze wykresy przedstawiaja taka sytuacje:

MONOTONICZNOSC
Badajac monotoniczno$¢ okreslamy, czy funkcja jest rosnaca, malejaca,
czy stata. Czasem réwniez badamy, kiedy funkcja jest:
- nierosngca, a wiec jest malejaca i stata,
- niemalejgca, a wiec jest rosnaca i stata,
- niestata, a wiec jest rosngca i malejaca.

1. Funkcja jest rosngca, gdy rosnacym argumentom x odpowiadajg
rosngce wartosci y. Zatem dla x; < x; mamy y; < y,.
Jest tez rosngca, gdy malejagcym argumentom odpowiadajg malejace

wartosci y. Dla x4 > x, mamy y; > y,.
/kres funkcji

wy

rosnacej
/ X

X iyrosng: x iy maleja: 3
x |1 |2 |3 x |5 |3 |2 2
y 15 |7 |9 yl6 [4 [1

2. Funkcja jest malejagca, gdy rosngcym argumentom x odpowiadajg
malejgce wartosci y lub malejagcym x odpowiadajg rosnace y.
Zatemxl < xzi Y1 > Y2 lub X1 > Xy i Y1 < y2.

, . . . 7 k] y
x rosine,sz ma;ele x maleje, y rosnie o wykres funkcji
x x |7 |6 |2 \ malejacej

y |5 [3 |2 y |2 [5 |8
2 -1 1 2N 3 4
-1 \
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3. Funkcja jest stata, gdy kazdemu x odpowiada ta sama wartos¢ y.
y

x| 1]2[3[4a]s A
y | 3] 33|33 ) y=3
Przyktad tabelki funkdji statej. o Wykres funkdji state]
1
X
2 1 1 2 3 4

Monotoniczno$¢ mozna tez bada¢ metoda rachunkowa. Zrobimy to
dla funkcji y = —2x + 3.

Zalozenie: xq,x, € R i xq < x, 1 po przeniesieniu x;—x, <0
Zapisujesz wzory funkcji, gdy za x podstawisz x;oraz x,. Wtedy:
Y1 = —le +3
Y2 = —2x2 +3
Badasz, jaki znak ma réznica y;—y,. Podstawiasz:
y1—y2 = (—2x; + 3) — (—2x, + 3) opuszczasz nawiasy,
y1—y2 = —2x1 + 3 + 2x, — 3 redukujesz; otrzymasz:
Y1—Y2 = —2x1 + 2x;
Dazysz do uzyskania x;—x, (takie masz w zalozeniu) i liczbe (—2)
wytaczasz przed nawias:
y1—Y2 = —2(x1 — x,) analizujesz znak tego iloczynu.
Liczba (—2) jest ujemna i réznica (x4 — x;) tez jest ujemna (zatozenie).
[loczyn dwoch liczb ujemnych daje wynik dodatni.
Zatem z zatozenia jest x;—x, <0, az obliczen y,;—y, > 0.
Obie te nier6wnos$ci majg zwroty niezgodne, wiec funkcjay = —2x + 3
jest malejaca.

Komentarz. Przy zgodnych zwrotach funkcja jest rosnaca.
Przyktad. Zbadamy monotoniczno$¢ y = x> w przedziale x € (0; o).
Zatozenie: X1,Xp € R i X1 <Xy to x1—x, < 0
Zapisujesz wzory y, i y, zatemy; = x,% i y, = x,°
Y1—Y2 = X1% — x,% zastosujesz wzér skréconego mnozenia;
2 2
Y1—Y2 = X1° — x2° = (x1x2) (X1 1.x2)
Y
to jest ujemne (zatozenie) to jest dodatnie, bo x € (0; o)
[loczyn liczby ujemnej i dodatniej jest ujemny, to konicowy zwrot <0.
W zatozeniu x; —x, tez jest <0. Zatozenie x;—x, i ro6znica y;—y, maja
zgodne zwroty, wiec funkcja jest rosngca.
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WARTOSCI DODATNIE I UJEMNE
Wartosci dodatnie zapisujesz f(x) > 0, a ujemne f(x) < 0.
Sprawdzasz, ktdre x otrzymaty dodatnie y, a ktére ujemne y.
Badasz, jaka cze$¢ wykresu jest nad oraz pod osig X. Przedziaty zapisu-

jesz uzywajac argumentow Xx. .
y

q 74
\ o
wartos$ci dodatnie

sg nad osig X ‘
\/7 5 A
1,
1 W 6 7

o

w

7 6 5 -4 -3 2 -1 N
Zatem: )
f(x) >0 gdy x € (=7;2) U (5;6) N warto$ci ujemne s3
f(x) <0 gdy x € (2;5) pod osig X

Wartosci dodatnie lub ujemne wylicza sie takze z wzoru funkcji. Wtedy
do jej przepisu dolaczasz zwrot > 0 lub < 0 i rozwigzujac obie
nieré6wnos$ci wyznaczysz x. W pierwszym przypadku otrzymasz zbior
dla wartos$ci dodatnich, a w drugim dla warto$ci ujemnych.

Przyktad. Dla jakiego argumentu x funkcja y = 0,2x — 3 przyjmuje
wartosci ujemne?
Wartos$ci ujemne to liczby mniejsze od zera, wiec do przepisu funkcji
dotaczysz zwrot < 0.
0,2x — 3 < 0 wyznaczasz x;
0,2x <3 /:0,2 pozbywaszsie 0,2 przy x;

x < % mozesz rozszerzy¢ ten utamek przez 10;

x < 32—0 wylaczasz catosci;

x <15
Odp. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x mniejszych od 15.
Komentarz. Podatam Ci przyktad dla funkcji liniowej, ale dla wszystkich
pozostatych tak samo to sie odbywa.
Gdy w zadaniu masz polecenie: ,Kiedy funkcja przyjmuje wartosci
niedodatnie”, czyli ujemne lub zerowe, to do przepisu funkcji dotaczysz
zwrot < 01 obliczasz x. Dla warto$ci nieujemnych, wiec dodatnich lub
zerowych dotaczysz zwrot > 0.
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*ROZNOWARTOSCIOWOSC
Funkcja jest ré6znowartosciowa, gdy dla réznych argumentéw x1 # x2

przyjmuje rozne wartosci y, # y.

Latwo to zbada¢ rysujac na wykresie linie rownoleglta do osi X. Jesli
wedrujac taka Sciezka miniesz na wykresie wiecej niz 1 punkt (rys. a),
to funkcja nie jest réznowarto$ciowa. Jesli miniesz za kazdym razem
tylko 1 punkt (rys. b), to funkcja jest réznowartoSciowa.

a) Ty

Ta funkcja nie jest
réznowarto$ciowa.

b) y

~

Ta funkcja jest
réznowarto$ciowa.

w

T N 5
24

Argumenty rozne, a wartos$¢ ta sama:
X1# X2 1y1 =Y,

Argumenty rozne i wartosci rozne:
X1#Xx21y1#Y2

WARTOSC NAJWIEKSZA I NAJMNIEJSZA FUNKCJI
Patrzysz, jaki punkt wykresu jest najnizej i najwyzej na osi Y. Je$li na
wykresie masz puste kotko, to nie bierzesz tego punktu pod uwage.

Maksimum to najwieksza warto$¢ y. Ma oznaczenie ¥, qy-
Minimum to najmniejsza warto$¢ y. Ma oznaczenie y,,in-

Y

Vmax = 7 dla x = -7

Vmin =—2 dla x =3
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ZAD. 29. Korzystajac z wykresu funkcji wypisz jej wiasnosci.
Y
®

1. Dziedzina: (od lewej do prawej)

D =(-7;6)

2. Zbior wartos$ci (od dotu do gory)

= NN W ‘\ g o N

—
—

W = (—2;7)

3. Miejsca zerowe: 2i 5

)
(2}
o1
~
'
w
A8}
s
o~

4, Monotonicznos¢, przedzialy:

w N

a) malejgca: x € (—7;—5),(1; 3)

b) stata: x € (—5; —2)
c) rosngca: x € (—2;1),(3; 6))
Kiedys, przy takim wykresie, dawato sie w monotonicznos$ci nawiasy
otwarte. Od kilku lat daje sie nawiasy ostre, wiec i ja tez tak uczynitam.
5. Warto$ci dodatnie i ujemne:
f(x)>0 gdy x € (=7;2) U (5;6)
f(x) <0 gdy x € (2;5)
*6. Roznowartosciowa: nie jest, bo gdy x; # x, to y; =y,
7. Warto$¢ maksymalna: y,,,, = 7 dla x = -7
8. Warto$¢ minimalna: y,,;, = —2dla x = 3
*PARZYSTOSC I NIEPARZYSTOSC
To, czy funkcja jest parzysta, czy nieparzysta, mozna okresli¢:
1. Z wykresu. Funkcja parzysta ma wykres symetryczny do osi Y.
Funkcja nieparzysta ma wykres symetryczny wzgledem srodka (0; 0).

Wykres funkcji parzyste;j. Wykres funkcji nieparzyste;j.
y y
2 2
1 1

X \

2. Parzystos$¢ i nieparzysto$¢ mozna tez zbada¢ metodg rachunkowa.
Parzysto$¢ sprawdzasz warunkiem: f(x) = f(—x)
Nieparzysto$¢ sprawdzasz warunkiem: f(—x) = —f(x)
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Przyktad. Zbadamy parzysto$¢ funkgji f(x) = x3 — 2x.
Najpierw badasz warunek parzystosci i gdy L = P,to funkcja jest
parzysta i nieparzystosci juz wtedy nie badasz.
Jesli L # P, to wtedy jeszcze badasz nieparzystosc¢.
a) Parzystos¢: f(x) = f(—x).
Wzér f(x) masz, wiec obliczasz tylko f(—x)i za kazde x do wzoru
funkcji wstawiasz (—x);

f(=x) = (—x)3 —2(—x) = =23 +2x

nasza funkcja ma wzér f(x) = x3 — 2x

wyniki nie s3 te same, f(x) # f(—x), wiec funkcja nie jest parzysta.

b) Badasz nieparzysto$¢: f(—x) = —f(x).
Lewa strone juz masz wyliczona f(—x) = —x3 + 2x. Dla prawej piszesz
minus przed wzorem i masz:
—f(x) = —(x®-2x) = —x3 + 2x
Zachodzi réwno$¢ f(x) = f(—x) zatem funkcja jest nieparzysta.

Komentarz. Funkcja moze by¢ parzysta lub moze by¢ nieparzysta lub
moze nie by¢ parzysta i nie by¢ nieparzysta. Dlatego, jesli nie jest
parzysta, to niekoniecznie jest nieparzysta. Bo nieparzysta tez musi
spetic¢ okreslony warunek.

*OKRESOWOSC
Okresowa jest ta funkcja, ktorej wykres powtarza sie co pewien, staly
okres. Zobaczysz to przy funkcjach trygonometrycznych: sin, cos, tg
i ctg. Przy funkcjach: liniowej, kwadratowej, potegowej, wymiernej itd.
okresowoSci nie badasz.
Wykres okresowej funkcji y = tgx

Yy
pu s

34
24

1+

p ¥

; ;
3n/2 "n /2 2 T 3n/2

AN
f
T

)
h
T

&
1
T

A
1
T
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*FUNKCJA ODWROTNA
Funkcje odwrotng zapisujesz f~1. Wyznaczasz ja tak, ze we wzorze
funkcji f np. y = 4x + 1 zamieniasz literyxnayiynax,a potem do-
prowadzasz otrzymany zapis do postaci y = (i tu pozostate sktadniki).

Przyktad. Wyprowadzimy wzor funkcji odwrotnejdoy = 4x + 1.
Po zamianie liter masz x = 4y + 1. Wyprowadzasz z tego zapisu y;
—4y=—x+1 /:(—4)

y = ix - i to jest funkcja odwrotna.
Wykresy funkcji f i f~! sg symetryczne wzgledem prostej y = x.

y

5 y=4x+1

Przyktad. Obliczymy funkcje odwrotng dla f(x) = JZ—C gdzie x # 0.
Funkcja f(x) = % toy = % a po zamianie liter masz x = %
Z tego zapisu wyprowadzasz y;
X = 5 /"y pozbywasz sie mianownika;
xy =2 /+x podzielisz przez x;
y= ; to jest wzor funkcji odwrotne;j.

W tym przypadku funkcja pierwotna i odwrotna majg te same wzory,
ale nie zawsze tak jest.

b) f(x) = 2x3
Mamy y = 2x3 i po zamianie liter x = 2y3. Wyprowadzasz y:
zamienisz strony: 2y3 = x
pozbywaszsie 2: 2y3 =x /:2
pierwiastkujesz: y3 =§ SV

y= 3\/% wzor funkcji odwrotne;j.



150

Praca domowa:

1. Odczytaj z wykresu: dziedzine, zbiér wartoSci, miejsca zerowe,
przedzialy monotonicznosci, wartos$ci dodatnie i ujemne oraz wartos¢
maksymalng i minimalna.

Y

VWA U1 N D

3
3

4

c
5

2. Oblicz miejsca zerowe funkcji:
a) f(x) =x%-25 ) f(x) =x?—2x e)y =3x+16
b)f(x) =x2—-36 d)y=x%+6x Hy=-2x+9

3. Wyznacz dziedzine funkcji:
a)Vx—74++vx+3 b) xx+5

x 2x 3x
0)—+-—-=
xX—2 x+3 x+7

*4. Wyznacz wzor funkcji odwrotnej do f(x) = x2

Odpowiedzi:
1. D =(—10;9); ZW = (—4;6); miejsca zerowe: —1i3
Monotoniczno$¢: stata: x € (—10; —6),(5;9)

rosngca: x € (—6; —4),(1;5)

malejgca: x € (—4;1)
Wartosci dodatnie: f(x) > 0 gdy x € (—10; —1) U (3;9)
Warto$ci ujemne: f(x) < 0 gdy x € (—1; 3)

Warto$¢ maksymalna: y,,4 = 6 dlax = —4
Warto$¢ minimalna: y,,;, = =4 dlax =1
2.2)5i(=5) ¢) 0i2 e)(-57)

b)6i(=6) d) 0i—6) 4=
3.a)D = (7;0) b)D =(50)\{0} ¢)D=R\{2-3—7}
*4, Funkcja odwrotna ma wzoér y = /x



